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М Е Т О Д  «ЗА М О Р А Ж И В А Н И Я »  
Д Л Я  РА ЗН О С Т Н Ы Х  У РА ВН Е Н И Й
Получены достаточные условия экспоненциальной устойчивости линей­
ной разностной системы с мало меняющимися в среднем правыми частя­
ми, которые являю тся аналогом для разностных уравнений результатов
В. Е. Гермаидзе [1, 2].
Рассматривается линейная разностная система уравнений
%п-\-1 =  71 п х пч (1)
где п  =  0,1, 2, . . .  -  дискретное время; х  -  m -мерный вектор; А п -  матрица
порядка тп х т.
Д ля всех решений соответствующего семейства «замороженных» систем 
с постоянными коэффициентами
У п + 1 =  А в У т  (2)
где s =  const; 5 =  0, 1, 2, . . . ,  выполняется оценка
\Ш \ < Lgn \\yol (3)
где п  > 0, L  > 0, 0 < д < 1, т. е. система (2) экспоненциально устойчива.
Теорема 1. Если А п -  ограниченная по п матрица и существуют целые
числа То > 1 и N  > 0 такие; что при всех п  > N  выполняется неравенство
 ^ п+То —1
-  у ;  \\Ак - А п \ \< 8 ,  (4)
к —п
где постоянная S мож ет принимать достаточно малые значения, то из 
экспоненциальной устойчивости семейства (2) вытекает экспоненциаль­
ная устойчивость системы (1).
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Доказательство. Представим систему (1) в виде
х п-\-1 =  A sx n ~\~ {Ап ~  A s)x n , (5)
где s -  постоянная, которую выберем позднее. Будем оценивать решение этой
системы при п  > N  на промежутке длины Т  =  z/Z q. Здесь v -  любое целое 
положительное число, удовлетворяющее неравенству
v  > (б)
По формуле вариации произвольных постоянных [3, с. 36] имеем
п+Т -1
Хп+т =  Y£+T,nxn +  ^  ^ n + T ,/ c + l( ^ / c  — A s)xk, (7)
к—п
где Y £ k =  -  фундаментальная матрица системы (2). В силу
неравенства (3) имеем
НГ+Н < Lgn~k . (8)
Оценивая решения по норме и учитывая (8), получаем
п+Т -1
\\хп+т\\ < LgT \\xn \\ + £  Lgn+T- k- l \\Ak - A s \\\\xkl  (9)
к—п
Отсюда, используя аналог леммы Веллмана [3, с. 41] и полагая s =  п, имеем
n+T —1
Дп+тН < ||жп||Ьс/т ехр( У~] - \ \ А к - А п\\). (10)
Z ' ак—п Ъ
Наконец, в силу неравенства (4), при п > N  приходим к неравенству
||жп+т|| < \\%п\\ exp(lnL  + T l n g  + —ST). (11)
9
Выберем постоянную р, 0 < р < 1 , р > д ,  так, чтобы выполнялось нера­
венство
+  Ing +  - 6  < ln р. (12)
Т  9
Это неравенство выполняется, если постоянная S достаточно мала, а именно 
если 6 удовлетворяет оценке
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Итак, при п  > N  для всякого решения системы (1) имеем
\\х п+т\\ < \\хп \\рТ - (14)
Рассмотрим далее систему (1) на конечном промежутке 0 < п < ТУ; при 
заданном р  выбором постоянной Ь\  всегда можно добиться выполнения оцен­
ки
\\хп \\ < 0 < n < N .  (15)
Возьмем произвольное решение системы (1) при п  > N ,  тогда, в силу (14), 
получим
||жп || < \\хп-т\\рт < \\хп- 2т\\р2Т < ■■■ < \\хп- 1Т \\р1т. (16)
Оценку производим до тех пор, пока не получим п — 1Т < N .  У читывая (15), 
имеем
||жп || < Ь гр м \\х0\\р1Т < 1 1 рп~1Т\\х0\\р1Т = ЧрЦжоН, (17)
что доказывает теорему.
Замечание. К ак следует из доказательства теоремы, число Т, на кото­
ром мы оцениваем решение, можно увеличивать, а число р  можно сделать 
как угодно близким к единице, поэтому, в силу (13), предельное значение 
постоянной (5, для которой справедливы условия теоремы, дает оценка
6 < 1и (18)
^  9
Отметим, что при доказательстве теоремы использовался метод, изложен­
ный в [4].
Аналогично можно доказать следующие теоремы.
Теорема 2 . Система (1) экспоненциально устойчива ; если А п -  ограничен­
ная по п матрица и существуют постоянная матрица С со спектром ; рас­
положенным внутри единичного круга, и целые числа Т  > 1 и N  > 0 такие,
что при всех п > N  выполняется неравенство
1 п + Т - 1
-  £  \\Ак - С \ \ < 6 ,  (19)
к —п
где постоянная 5 достаточно мала.
Следствием этой теоремы является известный результат об условиях 
устойчивости в случае линейных периодических систем [5, с. 70].
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Т е о р е м а  3. Рассмотрим систему
х п-\-1 =  ( ^  “I“ В п)Хт (20)
где А  -  постоянная матрица со спектром, расположенным внутри единич­
ного круга, В п -  ограниченная по п матрица. Если существуют целые числа 
Т  > 1 и N  > 0 такие, что при всех п > N  выполняется неравенство
п+Т -1
f  Е  № 11< « . (2D
к —п
где число 5 достаточно мало, то система (20) экспоненциально устойчива.
З а м е ч а н и е . В теоремах 2 и 3 оценку S дает неравенство (18).
Этим же методом можно доказать теорему об устойчивости по первому 
приближению при достаточно малых в среднем нелинейных членах.
Т е о р е м а  4. Рассмотрим систему
% n + l  =  A n X n  ~\~ f n { x n )? (22)
где / п (0) =  0 и | | / n (^)|| < для всех п > 0. Если система первого
приближения х п+\ =  А пх п экспоненциально устойчива и существует по
крайней мере одно число Т  > 1 такое, что при всех п > 0 выполняется
условие
^ п+Т -1
^  X  Vk < V,
k = n
где постоянная г\ достаточно мала, то нулевое решение системы (22) так­
же экспоненциально устойчиво.
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